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0. Introduction

De nombreux philosophes des mathématiques, logiciens et informaticiens considérent que la
logique de la preuve est la logique intuitionniste : un énoncé A4 est vrai ssi nous avons une
preuve (constructive au sens intuitionniste) de 4. Il est Iégitime de se poser la question
suivante : la logique intuitionniste peut-elle également étre considérée comme la logique du
raisonnement scientifique en général ? En reprenant une idée qui remonte a Popper, nous
allons montrer que la logique intuitionniste est un excellent candidat comme logique de la
découverte scientifique.

Le plan de la présente intervention est le suivant. Premiérement, nous présentons un systéme
de logique intuitionniste avec négation forte de Nelson ainsi que la structure de modele a la
Kripke pour laquelle le systeme est fiable et complet. Nous montrons qu’une interprétation
naturelle de la logique intuitionniste est celle d’une logique modale trivalente (le vrai, le faux
et I’indéterminé). Deuxiémement, nous présenterons la notion d’interprétation probabiliste
partielle inspirée des fonctions de probabilité conditionnelles a la Popper, et ou les conditions
ne sont pas des énoncés mais des ensembles d’énoncés (on écrit Pr(A,I") ). Nous définissons

les notions de validité probabiliste. Nous montrons que les modeles de Kripke permettent
justement de définir une interprétation en termes de probabilités conditionnelles partiellement
définies pour laquelle le systéme est fiable et complet. Les deux principales caractéristiques
de ces interprétations sont :

Pr(A v —A,I')est indéterminée ssi Pr(A,I") (et Pr(—A,TI") ) sont indéterminées;

Pr(Av —A,I")=1 ssi Pr(A,I') est déterminées :

Pr(A — B,I')=Pr(B,I" U {A}) ssi cette derniére est déterminée.

Enfin, nous tirons quelques conclusions philosophiques.

1. Un systeme de logique intuitionniste avec une négation forte

Soit PI le systéme suivant basé sur les quatre connecteurs ~, A,V et — :
I1 A>(B— A)
2A>B—->C)->(A—>B)—(A->0))
I3 AAB— A

14 ANAB— B

ISA—>AvVB

16 B>AvB
[7(A->C)>({(B—>C)—>(AvB—())
ISF— A

PIl ~~A— A

P2 A—~~A

PI3 ~(AAB)— ~Av~B

PI4 ~(Av B)—>~AA~B

PIS AA~A—F



PI6 ~(A— B)— (AA~B)

PI7(AA~B)—>~(A— B)

PI8 ~—A— A

PI9 A—>~—-A

PI120 ~A— (A— B)

PI21 A— (B—>(AAB))

PI22~Av~B —>~(AAB)

PI23~AA~B—>~(AV B)

ou—A est A—F etl'unique regle est MP, le modus ponens. La définition deI' - A est
standard.

Un ensemble consistant déductivement clos saturé (ECDCS) est un ensemble I" de ebf
qui est

(1) Saturé, c’est-a-dire que AvBel'ssiAelT ouBel

(2)Déductivement clos, c’est-a-dire que A€l ssil'- A

(3) Consistant, c’est-a-dire qu’ily aun A tel quel" ¥ A

Soit W 1'ensemble des ECDCS. <W ,c > est une structure kripkéenne de modeéle. Soit

weW.On définit une valuation V, telle que

V., (p)=1ssi pewoup estun atome

V,(p)=0 ssi ~ pewoup estunatome

V. (p)=i (pour indéterminé)

V.(~A),V (AAB)et V (Av B)sont définis comme dans la logique forte de Kleene et
1ssiV, (B)=1pourtoutw' telquewcw'etV (A)=1

V.(A=>B)=1 0ssiV (A)=1etV, (B)=0

I autrement

On montre que le systeme est fiable et complet pour cette sémantique.

2. Une interprétation probabiliste en termes de fonctions de probabilité
conditionnelle partiellement définies

Une fonction de probabilité conditionnelle partielle est une fonction partielle
Pr:Lx2" —[0,1] satisfaisant les contraintes suivantes :

P.1Si AeTl, alors Pr(A,I") est définie

P.2 Si Pr(A,T") est définie, alors Pr(~ A,I") est définie;

P.3 Si Pr(~ A,T") est définie, alors Pr(A,I') est définie;

P.4 Si Pr(A A B,I") est définie, alors Pr(B A A,I'") est définie;

P.5 Si Pr(A,T")) et Pr(B,I") sont indéfinies alors Pr(A A B,I') est indéfinie,
P.6 Si Pr(A,I')=0, alors Pr(AAB,I')=0;

P.7 Si Pr(A,I')=1, alors Pr(Av B,I")=1.

P.8 Si Pr(A,I")) et Pr(B,I") sont indéfinies alors Pr(A A B,I") est indéfinie,
P.9 Si Pr(A A B,I") est définie, and Pr(A,I") est indéfinie, alors Pr(B,I")=0.



P.10 Si Pr(A v B,I") est définie, and Pr(A,I") est indéfinie, alors Pr(B,I")=1.
et quand Pr est définie, les contraintes suivantes sont ¢galement respectées :

NP.10< Pr(A,T") <1;

NP.2SiA eI, alors Pr(A,I") =1 (et est définie pour tout Pret I') ;

NP.3 Pr(Av B,I')= Pr(A,I")+ Pr(B,I') — Pr(BAA,T);

NP.4 Pr(AAB,I') = Pr(A,I'))xPr(B,’ U{A});

NP.5 Pr(~ A,T')=1— Pr(A,I")si " est Pr-normal (c’est-a-dire qu’il y a au moins un 4
tel que Pr(A,I')=0);

NP.6 Pr(AAB,I')=Pr(BAA,T);

NP.7 Pr(C,T U{AAC})=Pr(C,U{A,C}) ;

NP.8 Pr(A— B,I')=Pr(B,'U{A})

Définition de la notion de conséquence valide.
A est une conséquence valide d’'un ensemble de d’énoncés T (on écrit I' I A) ssi pour
tout Pr, Pr(A,I"U A)=1pour toutA .

Proposition Pl est fiable pour les interprétations probabilistes, ¢’est-a-dire que si I' = A4, alors
I'iFA4.

La preuve est longue et laborieuse. Il faut montrer que (1) tous les élément de I" sont des
conséquences sémantiques de I' (ce qui est trivial); (2) que les axiomes de PI sont tous des
conséquences sémantiques de I'; (3) que MP transmet la validité. Voici un exemple de (2) :
I'lFA— (B— A). En effet, par le théoréme de la déduction (qui est valable dans PI), il suffit

de montrer que I"'U {A,B} |- Ac’est-a-dire que pour tout I et pour tout A,
Pr(A,T’ U{A,B} UA)=1ce qui est vrai par NP.2.

Proposition PI est complet pour les interprétations probabilistes, ¢’est-a-dire que si I' I- 4,
alorsI'F 4.

La preuve est relativement facile. Supposons queI” ¥ A. On montre aisément que I"'U {~ A}
est consistant. II existe donc une ECDCS wy.,_,, contenantI'U {~ A} .

Pour tout ensemble de ebf A, s0itU(A)={w € ECDCS : A c w} . On définitPr_,, __ telle que

IssiAewpourtoutweU) telque ' cw
Pr, _.(A,I')=9 0iff =Aew pour tout we U(I') tel que T c w

indéterminée autrement

On montre ensuite que Pr_ satisfait P.1-8 et NP.1-8.

wW.,c>

Par ailleurs, on ne peut pas avoir I" I- 4 car Pr.
14 (A)=0.

Wrog-A}

(A,T')#1parceque I' c Wroioay €t

w.c>

3. Conclusion



Je prétends que la logique intuitionniste interprétée a 'aide de fonctions de probabilité
partiellement définies est la logique de la découverte scientifique de Popper pour les
raisons suivantes.

La certitude est le propre de la logique et des mathématiques. Pour les connaissances
empiriques, on demeure dans le domaine du plus ou moins probable. Les interprétations
de la logique intuitionniste a 'aide des fonctions de probabilité partiellement définies
sont ainsi une généralisation de I'interprétation usuelle. Cette généralisation s’applique
également au statut du tiers exclu. Pour 'interprétation habituelle, pour avoir une
preuve de Av —A, il faut que A soit prouvé ou discarté. Pour les interprétations
probabilistes partiellement définies, on a une propriété similaire : si Pr(A,I') est
indéterminée, Pr(A v —A,I') est également indéterminée. Mais si Pr(A,I") a une valeur,
Pr(Av —A,I')en a une également et cette valeur est 1.

Une autre propriété liée a 'absence de certitude est la suivante. Supposons que A soit un
énoncé qui exprime une loi générale et que I ne contient que des énoncés empiriques
singuliers. Nous n’aurons pas Pr(A,I') =1 (a moins que I'n’épuise '’ensemble de tous les

faits singuliers) mais nous pourrions tres bien avoir Pr(A,I") =0 : il suffit que I"

contienne un énoncé singulier qui contredise A.

Un troisieme argument plaide en faveur des interprétations probabilistes partiellement
définies. On sait depuis longtemps qu'’il n'y a pas de connecteur vérifonctionnel « > » tel
que Pr(A > B,I')=Pr(B,I'U{A}). On sait également que les contrefactuels ne peuvent

pas avoir cette propriété. Pourtant, il y a une intuition (de Ramsey a Stalnaker et au-
dela) qui veut que la probabilité d’'un conditionnel soit la probabilité du conséquent
apres avoir ajouté hypothétiquement I'antécédent a 'ensemble des croyances d’arriére-
plan. Quel est donc ce conditionnel mystérieux ? C’est le conditionnel de la logique
intuitionniste a la condition de l'interpréter par des fonctions de probabilité
partiellement définies parce que I'on doit rejeter le tiers exclu.

Enfin un dernier argument. On sait que si l'on ne prend que des ensembles
maximalement consistants au lieu de ECDCS, on trivialise la structure de modéle de
Kripke : la logique intuitionniste devient la logigue classique, c’est-a-dire que « — »
devient « D ». On vérifie facilement que, dans le cas ou I" est maximalement consistant,
Pr est une fonction totale qui ne prend que les valeurs 1 et 0 et que pour tout 4 et B,
Pr(A — B,I')=Pr(A D B,I") et que ces valeurs sont celles de la table de vérité de A > Bou

les valeurs de vérité de A et B sont déterminées par leur appartenance ounona I".



